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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Актуальность темы. Матри<mые обыкновенные дифференциальные 
уравнения (МОДУ), описывающие многие реальные процессы, играют важную 
роль в современной научной теории и пракгике. Исследование таких уравне­
ний сопряжено с большими трудностями, обусловленными некоммугатив-
ностью матричной алгебры. Поэтому при рассмотрении 
МОДУ целесообразно использовать аппарат теории алгебр Ли, связывающей 
мультипликативвые и пространственные свойства матричного многообразия. 
Так что, параметры таких уравнений желательно задавать в базисе(Ед 
(; = 1, N < оо) матричного представления N-мервой алгебры Ли Lн. Особое зна­
чение при этом имеет установление зависимости основных 
свойств МОДУ и их решений от струкrурных констант Lм определяющих ее 
алгебраическое строение. Эrо позволяет решать ряд принципиальных задач 
теории матричных ОДУ. К их числу относятся: 
1) классификация МОДУ по типам струкrур Lн ; 
2) нахождение их решений, ковариантных относительно замены пред­
ставления алгебры; 
3) выбор пространства представления Lм наиболее удобного для решения 
и исследования МОДУ; 
4) определение видов преобразований, относительно которых инвариант-
ны и ковариантны данные уравнения, и т.д .. 
Актуальность диссертационной темы подrверждается и усиливается воз­
можностью обобщения методов и результатов работы на случай ОДУ над про­
извольными ассоциативными алгебрами. Эrа возможность обеспечивается тео­
ремой И.Д. Адо о представлении алгебр Ли матрицами, которая позволяет пе­
реходить от линейно-операторных эвоmоционных уравнений к матричным. 
Цель и задачи работы. Общей целью диссертации является разработка 
методов исследования действительных матричных обыкновенных дифференци-
-4-
альных уравнений, заданных в базисе конечномерных алгебр Ли. При этом 
rлавной проблемой .являете.я установле1П1е св.язи важнейших свойств опреде­
ленных видов МОДУ и их решений со структурой LN, вообще, и струк-rурными 
константами в частности. Более поJШо она определяете.я перечнем реmаеМЪJХ. 
коНI<ретных задач, наиболее важными из которых .явл.яютс.я следующие: 
1) задача о разрешимости в квадра1УJ>ах а) линейных МОДУ первоrо и K-
ro порядков (МЛОДУ.К) с односторонним и двусторонним умножением, б) си­
стем МЛОДУ. 1, в) квазилинейных и дифференциально-автоморфных уравне­
ний; 
2) проблемы представимости в экпоненциальном и мультипликативно­
экспоненциальном видах решений линейных и квазилинейных МОДУ. 1; 
3) вопрос о свойствах линейных однородных диффеоморфных преобразо­
ваний множеств решений МЛОДУ. 1 с односторонним и двусторошmм умноже-
иием; 
4) задача о сводимости МЛОДУ.1 и их систем к аналоrичным уравнени­
ям и системам с постоЯННЪ1ми коэффшщентами; 
5) вопросы применения методов и результатов исследовани.я матричных 
ОДУ в теории скалярных уравнений . 
Методика исследования этих задач, кроме методов теоршt матр~щ, ал­
rебр Ли и тензорного исчисления, содержит предложенные автором а) аппарат 
решения систем матричных односторОНШIХ линейных алгебраических уравне­
ний и б) способ редуцирования тензорной валеН"IНости матричных уравнений с 
двусторонним умноже1П1ем. 
Научную новизну полученных результатов опредешпот :как постановки 
задач, так и методы их решения. Новыми JIВЛJПОТС.Я все уrверждеНЮI рабо1Ъ1 в 
которых впервые: 
1) в терминах теории алгебр Ли даны критерии разрешимосm в квадраrу-
рах односторонних и двусторонних МЛОДУ.К и систем МЛОДУ.1; 
l :~Ai,~:1."-~~ Ci:F"· ~-~1 
1
":,..,, li, 1~ .. ~. :··-·- . ", :.. :·.: · о 1 
1;(:3 :;;: .~·:~ • . :· w~ ' ~·.; .:; .: ~ ._ i . 3 
-------- ---
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2) в символах струюурных констанг LN установлены условия представи­
мости в экспоненциальной и мулътиnликаlИВно-экспоненциалъной формах ре­
шений МЛОДУ.1; 
3) определены формулы для решения систем матричных односторонних 
алгебраических линейных уравнений; 
4) предложен метод редуцирования тензорной валентности матричных 
уравнений; 
5) исследованы квазШIИНейные и дифференциально-автоморфные МО­
ДУ.1; 
6) найдены условия приводимости систем односторонних и двусторонних 
МЛОДУ.1 и полиприводимости МЛОДУ.К; 
7) использован метод JП1евоалгебраического анализа некоторых видов 
скалярных уравнений и систем. 
Практическая значимость работы заключается в возможное111 примене­
ния ее методов и результатов в различных научных областях. Матричные диф­
ференциальные уравнения являются основой гамШIЪтонова формализма класси­
ческой, релятивистской и квантовой механик, описывающих многие физические 
процессы. На МОДУ зиждется "Теория оптимального управления", имеющая 
огромное значение в технике, технологии, экономике, социологии и т.д .. Разви­
ваемая в диссертации теория позволит этим и ряду других научных направле­
ний использовать для описания эвотоционных явлений матричные и оператор­
ные уравнения высших порядков, а для характеристики взаимодействующих 
процессов-системы таких уравнений. Еще более широкий диапазон практиче­
ского использования диссертационного материала обеспечивается возмож­
ностью применения его к решению и исследованию скалярных ДУ и их систем, 
которые интенсивно "работают" в большинстве естественных наук, изучающих 
динамические свойства реальных явлений (газо-, гидро-, термодинамика и т.п.). 
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Апробация работы. Основные результаты диссертации доЮiадывались и 
обсуждались на конференциях, семинарах и коллоквиумах как в нашей стране, 
так и за рубежом. В частности, на 
- 4-й конференции по дифференциальным уравнениям и их приложени­
ям (Русе, Болгария, 1989), 
- коллоквиуме по дифференциальным уравнениям и приложениям 
(Будапешr, Венгрия, 1991), 
- 5-й международной конференции по комШiексному анализу (Варна, 
Болгария, 1991 ), 
- 4-м коллоквиуме по качественной теории дифференциальных уравне­
ний (Сегед, Венгрия, 1993), 
- ХI-м Российском коллоквиуме "Современный групповой анализ и за­
дачи математического моделирования" (Самара, 1993), 
- 1-4 международных конференциях по дифференциальным уравнениям 
и их приложениям (Саранск, 1994, 1996, 1998, 2000), 
- международной конференции "Алгебраические и аналитические ме­
тоды в теории дифференциальных уравнений" (Орел, 1996), 
- 1-й международной конференции "Дифференциальные уравнения и 
применения" (С.-Петербург, 1996), 
- Воронежской математической школе (1997, 2000), 
- 7-й и 10-й межвузовской конференции "Математическое моделирова-
ние и краевые задачи" (Самара, 1997, 2000), 
- VП четаевской конференции "Аналитическая механика, устойчивость 
и управление движением" (Казань, 1997), 
- конференции "Алгебра и анализ" (Казань, 1997), 
- на научных семинарах кафедр дифференциальных уравнений универ-
ситетов Ижевска, Казани, Москвы, Н.-Новгорода, Саранска и др., ВЦ РАН 
(Москва) и ряда других учебных и научных учреждений страны. 
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Публикации автора по диссертационной теме содержат более 80 наиме­
нований, из которых 48 вюпочены в библиографический список диссертации и 
автореферата. Соавторов публикаций нет. 
Структура и объем днссертаЦНJL Работа содержит перечень условных 
обозначений, "Введение", вюпочающее краткий справочный материал по тео-
рии алгебр Ли, 4 главы, параграфы которых разбиты на пункты (п.), 
"Заключение" и библиографический список. Последний содержит 168 цити­
руемых источников и 48 публикаций автора. Общий объем диссертации - 276 
страниц. В работе принята сквозная нумерация теорем (Т) по всему текС'I)' и 
нумерация по главам предложений (П) и формул. 
Краткое содержание работы. Во "Введении", во-первых, дается общая 
характеристика истории возникновения теории матричных дифференциальных 
уравнений, и, во-вторых, определяются актуальность, цель и новизна основных 
результатов рабооы, выносимых на защиту. Здесь же даны некоторые необхо­
димые сведения из теории алгебр Ли. 
Глt18а 1 посвящена действительным МЛОДУ с односторонним умножени-
ем на переменные параметры, которые являются квадратными непрерывными и 
ограниченными по евклидовой норме матрицами, заданными в базисе конечно­
мерной алгебры Ли Lн . Глава содержит 4 параграфа. В первом из них рассмат­
ривается левостороннее однородное МЛОДУ.1, матричный параметр которого 
А е М~о)(t)ПLн т.е. уравнение 
. dX. · N. - 2 Х=-=а1 Е;Х: IXl=detX:#O,d eC0 (t), I(a1 ) 2 <оо, i=l,N5on, (1) 
~ i=I 
где М~о) (t)- множество n х n-матриц, элементами которых являются функции 
t класса C°(t), Lн - N-мерная алгебра Ли с базисом (Ei) и струюурными кон-
стаиrами С~ (j, k = 1, N), а по повторяющимся верхним и нижним индексам 
l) 
производится тензорное суммирование. В п.1.1 указывается ряд свойств урав-
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пения (1) для основНЪIХ пmов C'Ipyкryp Lм Так, на вопрос о разрешимости его 
оnечают следующие угверждения. 
Предложение 3. Если Lн разрешима, то решение уравнения (1) находится в 
квадратурах. 
Предложение 4. Уравнение (1) не юпегрируется в квадратурах при произволь-
ных непрерывных ai, для простой Lз. 
На основании этих утверждений и теорем о C'Ipyкrype Lн устанавливается 
мультипликативное С'I])ОеНИе решения уравнения (1). Его определяет 
Теорема 1. Решение уравнения (1) имеет вид 
где один из сомножителей Xs , находится в квадратурах для 'rld eC'°(t), а 
второй - JШШЪ при часmых значениях ai. 
В п.1.2 рассматривается вопрос о представимости решения уравнения (1) 
в экспонеJЩИалъной форме. Оrвет на него дает 
Теорема 2. Матрица 
(2) 
является единственным решением уравнения (1) тогда и только тогда, когда х; 
удовлетворяют условшо 
xi(O)=O. (3) 
Альтернативу этому утверждено в п.1.3 формулирует 
Теорема 3. Уравнение (1) всегда имеет единственное мультипликативно-
экспоненциальное решение вида 
N 
Х = П exp(g;E;) g; Е C 1(t),X(O) = Е, (4) 
i= 1 
для чего необходимо и достаточно, чтобы g i подчинялись условшо 
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К; =ai[iri exp(gkC/c~>]-J 
k=I 
g;(O)=O. (5) 
Установлено, что для разрешимых Lнсистемы (3) и (5) иmеrрнруются в 
квадратурах. В п.1.4 левостороШIИе МЛОДУ.1 рассматриваются в R2 , а в п.1.5 -
в присоединенном матричном представлении (ПМП) ~. Следующий пушсr пер-
вого параграфа посвящен исследованию левых линейных однородных диффео­
морфных преобразований множества решений уравнения (1) (Х). Завершает его 
п.1.7, в котором рассматривается вопрос о приводимости уравнения (1) канало­
гичному уравнению с посто.янным матричным параметром: 
Предложение 10. Для того, чтобы уравнение (1) с А е M~1)(t), прео­
бразованием Х = LZ: ( L е м},2) (t ), 1-Ц :;i!: О) приводилось к уравневшо 
Z = RZ: IZJ :;i!: О с постоянным матричным коэффициенгом R, необходимо и до­
статочно, чтобы матрипа L удовлетворJIЛа левостороннему МЛОДУ.1 
L=(A+U)L: Uемй>(t), U=[AU]. 
В необхоДИМЪIХ случаях в § 1 уrверждения для левосторонних 
МЛОДУ.1 сформулированы и Д11Я правосторонних уравнений. 
§ 2 первой главы посвящен одностороннему МЛОДУ.1 общего вида, 
Х=АХ+ХВ+С: (A,B,C)cM~0>(t)ПLN. Для него, аналогично уравне­
нию (1), указаны основные свойства (п.2.1), даны условия представимости ре­
шения в видах (2) и (4) (п.2.2 и 2.3), исследованы линейные диффеоморфные 
преобразования множества частных решений (п.2.4) и приводимость к уравне­
нию с постоянными матричными коэффициенгами. Большинство результатов 
§2 следует из связи (ПIЗ) решений этого и односторонних МЛОДУ.1 
Х=Х JX- 1CY- 1dtY: Х =АХ У =У в IX0 Y0 \:;i!;o, о о о о о о• о о ' 
в силу чего они имеют, в основном, теоретическое значение. 
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В §3 излагается метод решения систем односторонввх маtричных mmей­
ных ОДУ.1, для формулирования которого дается (п.3.1) 
Определение 1. Левым оператором Гаусса, заданным на последовательности 
квадраТНЬIХ невырожденных маtриц Ak (k = 1,К), называется оператор 
Г(Аk). действующий на последовательность квадратных маtриц .}/ 
(/ = 1, К), по закону 
и "умножающийся " по правилу 
Г(В; )Г(Аk )Yz = Г(Г(Аk )В; )(Г(Аk )Yz > : IГ<Ak )B;I *о. 
Образующие мультипликативную неабелеву квазиrруппу (П19). :ли операторы 
в п . 3.2 используются для реализации "обобщенного алгоритма Гаусса" реше­
ния систем маrричных левосторонних алгебраических линеЙНЬIХ уравнений 
(6) 
Его формулирует 
Предложе1П1е 21. Если в системе (6) при некоторой перевумерации уравнений 
и искомых маtриц 
o(U)=detЛ(U)'#O: ЛИ=Иf .п п Г(Иk),И/ ) И=(И/>. K-l(i-1 k ') 
1=2 k=I 
то ее решением .являются маtрицы 
[. ]-1 . l-l k . l+I W;(U,V)= П Г(Uk )Uf П k=I а.=К 
Для изложения дальнейшего материала необходимо 
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Определение 1 •. Правым оператором Гаусса, заданным на последовательности 
квадратных невырожденных матриц Ak, называется оператор Г(Аk), дей­
сnующиА на последовательность квадратных матриц Yz по закону 
и "перемножающийся" по правилу 
YzГ(Ak )Г(В;) = (YzГ(Ak ))Г(В;Г(Аk )) : /В;Г(Аk ~ ;11: О. 
В символах этих операторов формулы для решения правосторонней ал­
гебраической линейной системы дает 
Предложение 21 •. Если в системе 
при некоторой перенумерации индексов 
• • * К-1 · i-1 k Б (И)~dеtЛ (U);11:0: Л (И)=И11 П (Uf П Г(Uk)), 
i=2 k=I 
то ее решением будет 
х, = W;' (U.v>~<V; k~E/иf)) ai~.<uaa k&:.<иf J{ и/ k~~/ukk)г 
С помощью П21 в п.3.3 формулируются следующие условия юпегри­
руемости систем матричных односторонних ЛОДУ.1 
Теорема 4. Если в системе 
Х; =А/ Xj +В; : (А/,В;)с M~0>(t),i,j=I,K, 
перенумерацией индексов, матрицы л/ можно представить в виде 
j т j -где Р =(F; Тт), m=I,K, 
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{О: (i>j)v(i<j) F/ = !/ Е;р : i = J, [E;pE;q) = C{lq(i)E;,, Е;р е Lн(i)tf/ е C1(t),p, q, r = l,N(i) F/ : (i <j)v(i> j), 
а LN(iJ - разрешимые алгебры Ли, то она ивтеrрируетс.я в квадр;пурах. 
Эrо уrверждение в п. 3.4 конкретизируется на случай двумерной системы. 
В п . 3.5 исследуются линейные диффеоморфизмы (П24) и проводимость (П25) 
однородных систем левосторонних МЛОДУ.1. Заюпочает параграф п. 3.6, где 
полученные результаты обобщаются на односторонние системы общего вида, 
X·J-AkxJ xkвJ ci. (Aiвici) м<0><> · · k-IK i - i k + i k + i • i • i • i с п l , l,j, - ' . 
§4 посвящен матричным линейным ураввени.ям высших порядков. Он со­
держит 6 пувкrов. В первых трех рассматриваютс.я левосторонние уравнения 
второго и третьего порядков, для которых ухазываетс.я ряд свойсп и достаточ­
ные условия разрешимости в квадра1)'рах (П 27-32). В п.4 .4 такие условия да­
ются для МЛОДУ.М: 
Теорема 5. Если в уравнении 
о dk х L Рм k-k = F: Рм м = Е, (Рм k,F) с: м},0)(t) (7) 
k=M > dt ~ ) 
матричные коэффициенты определяются ШJДуКТИВНО в виде 
Рт,т-1 =Ат +Pm-1,m-2• Рт,т =Е, m=l,M 
Pm,j =Pm-1,j +AmPm-1,j +Pm-1,j-I• J=l,m-2, 
Рт,О =Рт-1,0 +АтРт-1,0. 1\,о =А1, 
где А,п = dmEmi (dт есm(t))-оrраничеШIЬ1е по норме матрицы, принадле-
жащие разрешимым LN(mJ, с базисами (Е,,,;) и струк"I)'рными константами 
ct(m), то его невырожденным реше1П1ем будет 




Qт = П ехр(dт;Ет;): dmi eC1(t), 
j;::;:I 
dт;;:::: -a~[in exp(dmkC/c;(m))]-1, dт;(О) =о 
k=I 
с интегрируемыми в квадратурах дифференциальными системами. 
Обобщает это уrверждение 
Теорема 6. Если в уравнении 
(К) q q .,./ р) 1 1 _ . - --Х -A1к_ 1Wq((A1 p-l),(.x' -А1р_1Х))-А~к_1Х -0.q;:::: 2,K,p=l,K -1(7) 
матрицы А;~ (i,j;:::: 1,К, а= О,К -1) индуктивно определяются в виде 
. j (k-1) k i 11 i'' б(Т)~О,Т;::;:О,В; еМп (t).В; ;::;:Q:k<i.В; eLN(i),вi <оо,тоеrорешени-
ем будет 
В пункте 4.5 проводится сравнителъный анализ этих условий разрешимости, 
а в п.4.6 исследуется "полиприводимость" МЛОДУ.К, понятие которой вводит 
Определение 2. Матричное линейное дифференциальное уравнение называется 
полиприводимым, или К-приводимым, если существует отображение в его ре­
шение решений К уравнений с постоЯННЬIМи коэффициентами. 
На вопрос о линейной К-приводимости левосторонних МЛОДУ.К 
отвечает 
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Предложение 35. Уравнение (7) преобразованием Х = z!Y;, где If =~,а L{-
подчинены условиям 
k (1) . j k k j . . j k j k j l)L; еМп (t), 2) t5(L)*O, 3) L; =(А; +И; )Lk .И; =A;Uk-U;Ak, 
приводится к К МЛОДУ.К с постоянными коэффициентами. 
Глиа 11, состоищая из трех параграфов, посвящена МЛОДУ, в которых 
неизвестные матрицы и их производные умножаются на матричные параметры 
с обеих сторон. Метод исследования таких уравнений основан на редуцирова­
нии их тензорной валевтносги. В п.1.1 эту процедуру вводит 
n2 j Определение 3. Вектор в R с компонентами Ха= Xn(i- I) + j = Х; вазы-
вается редуцированной матрицей Х = ( Х /) ( i, j = 1, п) 
Действие редуцирования позволяет сводить двусторонние МЛОДУ к од-
посторонним, так как справедлива следУЮщая 
Лемма. Двустороннее умножение матрицы Хна квадраmые матрицы А = (А/) 
и В = (В/.), АХВ, эквивалентно умножешnо редуцированной матрицы Х слева 
на (п2 х п2) -мерную матрицу, блочными элементами которой явтпотс.я 
л/ В' (В' - транспонированная матрица В). 
Пользоваться этим уrверждевием помогает 
Определение 4. Левый блочно-матричный сомножитель редуцированной мат­
рицы Х при ее двустороннем умножении на матрицы А и В, 
c.Rfi> Е R(A,B) = Afi9B' называется редуцепrом матриц А и в. 
С помощью леммы в п.1.2 доказывается 
Теорема 7. Если в матричном уравнении 




aJcr Е C0 (t), L (aJcr)2 <oo, 
i =1 
где Esi - базисные ма:хрицы представлений в R N(s) -мерных алгебр Ли 
LN(s)' стру~сrурвые константы которых ct(s) удовлетворяют условиям 
ct (s)C!k (s)C:,,p(s)C~r (s) =О, 
то это уравнение интегрируется в квадратурах. 
В п.13 даются дополнительные условия (П5) разрешимости для уравне­
ния х = лхл-1 . 
§2 посаящен системам двусторонних МЛОДУ.1. Начинается он (п.2.1) с 
формулирования следующих критериев их интегрируемости. 
Предложение 6. Если в системе 
а) Akipq.A/c2pq =0 : ((p<q)v(p>q)]л('dk=l,K(p,q)) 
б) Akspp Е Lн(s,p) : s = 1,2, где N(s,р)-мерные алгебры Ли - разрешимы, 
то она разрешима в квадратурах. 
Предложение 7. Если в м<0>2 (t), содержащемQп2 х Qп2 -мерную матрицу Qn 
(
K(p,q) ~ А= L R(Ak1pq,Ak2pq) 
k=I 
-1 найдется такая постоянная невырождеЮiая матрица Т , что ТАТ Е Lм 
2 4 Qn 2 где Lн (N ~ Q п )- представление в R разрешимой алгебры Ли, то си-
стема (8) интегрируется в квадратурах. 
Предложение 8. Если в системе (8), 
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а) AklpqAk2pq =О: [(р < q)v(p > q)]л('v'k = l,K(p,q)), 
6) Ak2pp е LN(p), где LN(p)- разрешимые алгебры Ли, 
в) Akipp =К рр, а К рр - постоянные матрицы с действительными харакrери­
стическими корнями, то система (8) интегрируется в квадра-rурах. 
В п.2.2 метод решения систем двусторонних МЛОДУ.1 демонстрируется 
в двумерном случае, для которого (п.2.3) рассматривается пример в R2 . 
§3 второй главы посвящен уравнениям высших порядков с двусторонним 
умножением. После анализа условий разрешимости факторизуемых уравнений 
второго и третьего порядков (Пl О и 11) в п. 3 .1 формулируется 
Теорема 8. Если в матричном уравнении М-го порядка 
О K(s) 
L L Pмksx(s)Qмks = F: (Pмks,QмJcs,F) с ~o)(t), Рммs = Qммs = Е 
S=M k=I 
матрИЧНЪiе параметры удовлетворяют условиям 
• • • • Ртт=Е, Ртт-1=Ат+Рт-lт-2: m=1,M, , , , 
• • • • • • Pm,j = Pm-1,j + AmPm-1,j +Р m-1,j-l: j = 1,т-2, 
2 где Р,;,,s,Л:,, и Е -матрицы в Rn , определяемые в виде 
* K(s) 
Pm,s = L R(Pтks,Qтks ), 
k = 1 
• L(m) 
Ат= L R(Azm,Bzт), 
l = 1 
а матрицы Azm и в1тудовлетворяют условиям Т7 и принадлежат мfiM-m)(t), 
то оно интегрируется в квадратурах. 
В следующем пункте это утверждение поясняется примером однородного 
уравнения второго порядка в R3, а в п.3.2 - дополняется методом определения 
разрешимых двусторонних МЛОДУ.2, эквивалентных системам МЛОДУ.1 
(П12-14). ПредложеННЪIЙ метод также ИЛJПОстрировав примером (п.3.4). 
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В третьей глtllJe диссертации рассматриваются нелинейные уравнения. 
Глава содержит 3 параграфа, в первом из которых исследуются матричные ква­
зилинеЙНЬlе уравнения (КУ). 
Определение 5. Левым матрИЧНЪIМ квазилинейным уравнением первого поряд­
ка называется уравнение 
х = f x-nk AkXnk +I Ak Е мfi0)(t), 
k=I 
где nk- целые числа, правым КУ -
1х1~0. 
к х = L x•-nk Akxnk, 
k = 1 
а общим КУ- уравнение вида 
К L k::;:: L x-nk Akxnk + I + L: x1-mz Bzxmz 
k::;::l /::;:: 1 
• ..!о) Bz ЕМУ, (t). 
Так как правые и общие КУ сводятся к левым (П 1,2), то в п.1.1 указы-
ваются основНЬ1е свойства уравнения (9) (ПЗ-5), а в п.1.2 и 1.3 даются следую-
щие условия представимоСПI его решения в экспоненциальном и мулъnmлика-
тивно-экспоневциалъном видах. 
Теорема 9. В области определения функций ai уравнение (9) с Ak = akEi 
всегда имеет единственное решение вида (2), для чего необходимо и достаточ­
но, чтобы функции xi удовлетворяли системе 
xi =[ f exp(nkxmcZ. )aJ][ I - 1-(xmcl .)РГl: xi(o)=O. 
Jm k (р+ 1)! т1 
k::;::l р::;::О 
Теорема 10. В облаСПI определения функций ai уравнение (9) с Ak = aiEi 
всегда имеет единственное решение вида (4), для чего необходимо и достаточ­
но, чтобы g; удовлетворяла условшо 
. К j N m nk 1 m 
g; = L ak [ П exp(gzC JZ )] = П exp(gzCi/ ) : g;(O) =О. 
k=I i=I /=i-I 
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Эrи уrверждения дополняются рядом "следствий" для различных С'l]>уктур LN . 
В п.1.4 рассматривается уравнение Х = А1Х + Х-1А2Х 2 в базисе нилъпотекrной 
Lз вRз. 
§2 посвящен еще одному виду нелинейных уравнений - дифференци­
алъно-автоморфных, под которыми подразумеваются уравнения вида 
Х =ехрХАехр(-Х): Аем~0>(t). (10) 
В п. 2.1 устанавливаются основные их свойства, в частности -
Теорема 11. В LN, содержащей матрицу А= ai Ei всегда существует един­
ственное решение уравнения (10), проекции которого на базисные матрицы Ei 
удовлетворяют условиям 
X·i =aiexp(xkckiп·> ·. ,. 1· k-1 N 
" ' ' - ' . 
(11) 
На вопрос об mпегрируемости этой системы и уравнения (20) отвечает 
Теорема 12. Для того, чтобы принадлежащее LN решение уравнения (10) с 
А е Lн находилось в квадратурах для V d, необходимо и достаточно, чтобы LN 
не содержала простой трехмерной подалгебры. 
В соответствии с этим уrверждением в п.2.2 дано решение системы (11) 
для всех разрешимых ~и Lз (П8). 3 последующих пункта посвящены 
обобщениям уравнения (10): в п.2.3 рассмюриваются уравнения 
Х =ехрХ·Аехр(-Х)+В 
(ПlО и 11), в п.2.4 -
к 
Х = L: ехр(Х +Ck>Akexp(-X-Ck)+B: (Ck =0,Ck еМп), 
k=1 
а, в п. 2.5 - системы дифференциалъно-автоморфных МОДУ.1, для которых 
доказана 
Теорема 13. Если в системе 
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Хр = f expXqApqexp(-Xq)+Bp: (Apq.Вp)cM~0>(t), p,q=l,K,(12) 
q=l 
маrрицы Apq и В р принадлежат алгебре Ли Lн, то в Lн сущесrвует единсrвен­
ное решение этой системы, для чего необходимо и достаточно, чтобы проек­
ции Х р на Е; удометвор.яли совокупности К систем 
. ; €-. J ..,,n1 / с; > ьi . Хр = ~ apqeЧ'\xq lj + р • 
q=l 
p,q = 1,К, i,j,l = l,N, 
где a~q и Ь~ - проекции на Е1 маrричных параметров системы. 
Условие интегрируемости системы (12) дает 
Следствие 3. Треугольная система (12) разрешима в квадрюурах, если Lн яв­
ляется пр.ямой суммой К разреШИМЬIХ подалгебр Lн(р J 
к 
Lн = LN<l>e ... eLN<К> : L N(p)=N,App eLN(p)'Bp eLN<P) :р~ p=l,K. 
p=l 
§3 третьей главы посвящен нелинейным уравнениям высших порядков, 
операrор левой части которых факторизуется операторами трех видов, D1 (А), 
D2 (A) и D3(A), действующими по правш~ам 
ОсновНЬIМ уrверждением этого параграфа является 
Теорема 14. Матричное нелинейное уравнение К-го порядка 
К-1 /-1 _ . .Jo) 
D2(Ак) П Dз(Ар) П IJi(Aq )Х - О. А; е Mfi (t), i = 1,К 
р=[ q=l 
интегрируется в квадратурах, если маrрицы Ар еLн(р) (р= 1,К), aAq eLN, 
где Lн - прямая сумма разрешимых алгебр Ли LN(p) . 
Эrот результат конкретизируется в П15 и Пlб на случай МОДУ.2. 
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В заюпочение этой главы отмечается возможность применения получен­
ных в §4 гл.1 условий интегрируемости МЛОДУ.2 для получения видов разре­
шимых в квадра"I)'Рах уравнений Рикати [43,46,47]. 
Глава IV содержит 3 параграфа. в которых матричные ДУ используются 
для исследования скалярных уравнений. Первый из них посвящен линейным 
уравнениям второго порядка. §2 - третьего, а §3 - системам уравнений. 
В п.1.1 результаты главы 1 позволяют установить следующие условия ин­
тегрируемости линейных уравнений второго порядка 
(13) 
Предложение 1. Для того, чтобы ЛОДУ.2 (13) интегрировалось в квадратурах, 
достаточно, чтобы а; в нем имели один из трех видов 
. 2 2 . . а) a1=-2/1-k2/2-/2f/2, a2=fi -k2/1/2-k1/2 +fi/2!/2-fi.. 
б) а1 =2kзf1 /(~з-l)+k1kз/2+i21 !2, 
2 
. . 
а2 =(kз+l)fi l(kг1)+k1(kгl)fi.fгk2/2 +fi.!21 !2 - /i. 
. . 
в которых /; eC1(t), а k р = k =О (р = 1,3); при этом его решением будет 
х = т/Р+ т/Q f PQ-1B~dt : р = expf Вi 1dt, Q = expf Bidt, t = (Т/)= О, 171 *О, 
где в/, определяется соответственно как 
а) вf = fi. + f2R(Ti_(k2 ±q)+2k11i1): R=(1i1(k2 ±q)-2Tj)-1, q=~f4 +4k1 
Bi = 2/2R((711 )2 k1+711 т12 тJ.k2 -(Tj )2) 
в; =fi. + f2R(2111k1 +C711k2 -TJ.Xk2 ±q) 
б) Bf = 1112[(1+kзXrTJ.-0,5k1711 )fi. + (0,5(1- 3k3)k1TJ.- k1111 )/2] : 
r = (1-kз)-1 ,/ = Jт1- 1 
Bi = 1[1i1(k1111+2Ti_r)fi + (1i1Ti_k1kз + (711 )2k2 -(Tj )2)/2] 
в}= z712[0,Sk1(k3+1)1J1 -Ti. )/1+((k2+0,5k12(kз -1))1J1+0,5k1(k3 -1))/2], 
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В п.1.2 устанавливается эквивалентность ЛОДУ.2 (13) и уравнения Рикка­
ти у= у2 - а1у + а2 с точки зрения их интеrрируемости в квадратурах (П2) и 
даются достаточные условия разрешимости последнего (ПЗ), а в п.1.3 опреде­
тпотся уравнения второго порJIДI(З., порождаемые tриангулируемыми система­
ми ЛОДУ.1. 
Во втором параграфе рассмотрены линейные уравнения tретьего порядка, 
позволяющие наиболее эффективно продемонеtрироватъ лиевоалгебраические 
методы исследования СЮl.ШlрНЫХ ЛОДУ. Для этого в п.2.1 определяются ЛО­
ДУ.n в присоединенном маtричном представлении (ПМП) алгебр Ли LN ,то есть 
порождаемых системами 
xi =aicixk (i,j,k = 1,п) (14) 
где ct- еtрухтурные констакrы LN . Характеризовать эти уравнения позволяет 
Определение 6. ЛОДУ.n имеет вырождение первого (второго) типа k-го поряд­
ка, ok (1) ( ok (2)), если k первых (последних) его коэффициентов равны нуmо. 
Определение 7. n ЛОДУ.n, эквивалентных системе (14) для Ckj данного 
классификационного типа Ln, называются однотипными. 
ЛОДУ.n в присоединенном маtричном представлении обладают следую­
щими важными еtрухтурНЬIМИ свойствами. 
Предложение 5. Если Lт- идеал L,,, то п-т из n однОТИПНЪIХ ЛОДУ.n в 
ПМП Ln имеют от (1 ). 
Прцло::вrенне 6. Если Ln = Lm $ Ln-m. то среди однотипных ЛОДУ.n в ПМП 
Ln имеется т ЛОДУ.т и п-т ЛОДУ.(п-т). 
Прцложенне 7. ЕсJШ 0,,.- цеиrр Ln, то среди однотипных ЛОДУ.n в ПМП Ln 
имеется т уравнений, вырождающихся в однородные ЛОДУ.1 и 
п-т ЛОДУ.(п-т). 
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Предложение 8. Для того, чтобы ЛОДУ.n в ПМП Ln mпеrрировались в квад­
ратурах при 'V ak е сп ( t), необходима и достаточна разрешимость Ln . 
ЛОДУ.3 в ПМП всех неабелевых разрешимых Lзопределяет (п.2.2) 
Теорема 15. ЛОДУ.3 в ПМП разреmимых неабелевых Lзвыбором системы ко-
ординат приводятся к одному из следующих видов 
а) (ab-ali)X" +(ah-iih).X +(ah-ah)i =О: x=k1 +k2 f bdt-k3 Jadt;ki =0; 
о о 
. t t t 
б) Ш+(а+аЬ)х +(аЬ-аЬ)х =о : х = ехр J Ьdt(k 1 - k2 j aexp(_-J Ьdt)dJ); 
о о о 
в) A:i -((а+ Ь)В- сС)х + (BD-( ё-2с2 )C)i + (с3С + ВЕ -AF)x =О : 
А= (а +Ь)ё-(а +Ь)с+ас2 , В= ё +Ьсё+'3с3 , С= с2(а+3Ь)+2ё(а+2Ь)+ 
+с(а+2Ь)+а+Ь, D=c(a+2b)+il+b, Е=с2(а+Ь)-А, F=ё+'Зсё, 
t t t 
x=ЛJ(c(k2-k3 J ьf- 1dt)-k3(a+Ь)f- 1 )dt +k1], /=ехр J cdt, Cl(a+ ЪХJ adt)-1 ; 
о о о 
t t 
r) х-(ё!с+2с)Х+с2х=0 : x=expjcdt(k1jcdt+k2 ) 
о о 
д) АХ'+ (ЬВ + сС).Х-(В(Ь + С(а + qb )) + С(ё + qc2 ))i +(с(Зё + qc2 )А+ с3С+ 
+Ьс2В)х=О : А=Ьё+Ьс-ас2 , В=с3(1-q2)-ё-'3qсё, lt/1<2,q=O, 
С= Ь + с(а + qb )-(а+ qb Х2ё + qc2 )-Ьс2 ,с~ -Ь(J adt), 
t 
х = F[cosR(k1 + k 3p-1 j(asin R+ Ь(O;SqsinR- pcosR))dt+ sinR(k2 -
о 
t 





е) i-(ё/ c+qc)X+c2x =О : х = F(k1cosR+k2 sinR) 
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ж)АХ" -((a+qb)E +cQ)X-(ED-BQ')i +[E(qCD+(a + qb')C)+c3Q-
-A(ё-cB+ qcC)Jx = 0: A=bc2 -c(a+qb)+ё(a+qb), В=ё+qс2 , 
где (а, в, с) с C2(t), ki= const. 
В п.2.3 все эти уравнения сведены к общему виду: 
Теорема 16. Невырожденные ЛОДУ.3 в ПМП Lз эквиваленmы двупараметри-
ческому уравненшо 
х + fx + (к2(1-q2) -(glg+qg)f -glg -Зqg)X +(3gg+ g2(f +qg))x = О 
с q 2 S 4, а вырожденные - уравнениям 
о 
i+ f i+ g 2x =О: g= F 1 gf Fdt, F = expJ fdt, 
t 
и 
х + f i+(j /3+2/2 /9+(1-2q2 /9)g2 ).X =О: g =-3F l(gf Fdt), 
1 t 
F = ехр(_-- J fdt) 
30 
с тем же ограничением на q. 
Два следующих пункта посвящены исследованию ЛОДУ.3 в ПМП неком­
пакrной (п.2.4) и компакrной (п.2.5) простых Lз. Для обеих алгебр установле­
но, что в общем случае невырожденные уравнения не разреПIИМЬI в квадратурах 
и эквивалентны двупараметрическим ЛОДУ.3 (ПIЗ и 15), а обладающие 01(1) и 
01(2) уравнения - разреmимы (П14 и 16). Последний факr позволил дать доста­
точны:е условия ииrегрируемости невырожденных ЛОДУ.3 в ПМП простых Lз 
(следствия П14 и П16). В п.2.6 находится вид ЛОДУ.3, порождаемого треуголь­
ной системой ЛОДУ.1. С произволом в 5 функций его определяет 
Теорема 17. Для интегрируемости в квадратурах уравнения 
3 I akx<3-k) =0 : ak eC0(t), 
k=O 
достаточно, чтобы 
а2 =-[ао[р+ ii...2f +q)+ Ji...j +2q+ f(f +q)+q2 ]+a1(P+ p(f +q))]I р, 
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а3 =[a0 (q(p+ jJ(2f +q)+ p(j-q+ f(f +q)))- pj]+a1(Pq+ p(fq-q))]/ р, 
где (f,p,q) с C 2(t); при этом вне точек ts, в которых p(ts )aoCts )=О 
(s - нумерующий точки индекс) общим решением этого уравнения будет 
t t о 
х=Q[Сз + J pFQ- 1(C2 -C1f Q-1F-2 р-2 exp(J а11 aodt)dt')dt] 




В п.2.7 и п.2.8 с помощью результатов пунктов 1.6 и 1.7 первой главы ис­
следовались эндоморфные преобразования множества решений ЛОДУ.n и по­
липриводимость этих уравнений. 
§3 главы IV посвящен системам скалярных уравнений. В п.3.1 рассматри­
вались системы однородных ЛОДУ. Полученные в первых главах диссертации 
результаты позволили здесь сформулировать ряд дополнительных условий раз­
решимости систем ЛОДУ.1 (П19-21). Теорема 5 дала возможность определить 
критерий интегрируемости систем линейных уравнений высших порядков: 
Предложение 22. Если в системе 
матрицы Рт k =(Рт k;i) удовлетворяют условиям Т5, то ее решением будет 
, , 
соlитп Х, где Х - матрица, определенная в Т.5. 
Это утверждение шuпострируется системой двух ЛОДУ.2. В следующем 
пункте находится кривая Монжа квазилинейного уравнения в частных произ­
водных, а в п. 3.3 решается с помощью результатов §1 гл. Ш нелинейная систе­
ма четырех ОДУ.1. 
В "Заключении" отмечаются главные результаты работы соответствую­
щие поставленным в ней целям и задачам, и кратко характеризуются перспек­
тивы развития и использования теории матрИЧНЪIХ дифференциальных уравне­
ний. 
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